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SOLUTION D’ETAILL’EE DE L'EXAMEN DE MATHS 4

Exercice 1 (06 points).

a) La fonction f sous la forme algébrique
o f(z)=e%=e @t — ¢~Tcosy — e Tsiny.
o f(2) =27 = 71092 = 2(=*~v?) {cos(2wyin2) + i sin(2xyln2)} .
o f(2)=ch(z—1i)=ch(zx+i(y —1)) = ch(z)cos(y — 1) + ish(z)sin(y — 1).

o f(z) =sinz = ———— = ch(y) sin(z) + ish(y) cos(x).

b) Calculer it, (1 —1)373 log(1+1).

o il — eilog(i) — e—%+27rk, keZ
o (1—14)3731 = e(B=30log(1—1) — §/93(5 T +2k)m {cos( —2InV/2) — 28111(3— = 2lnf)}

o log(1+1) =In|l +i|+iArg(1 +1i) = Inv/2 + (% + 27k), k € Z.

Exercice 2 (06 points).
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a) La fonction u = 2x(1 — y) est harmonique car : Au = 922 + B =0
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b) Pour trouver une fonction v pour que f = u+ v soit holomorphe, on utilise les équations
de Cauchy-Riemann.



Les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent
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En intégrant ’équation (1) par rapport a vy, il vient

v=2y—y’+Ci(x), (3)

ou C1(x) est une fonction réelle de x.
Par substitution de (3) dans (2) on obtient

d
%Cl (z) =2z — Cy(z) = 2* + k, (4)

ou k désigne une constante. D’ou de (3)
v=2y—y* +2*+k (5)
c) Ona f(z) =u+iv=2z(1—-y)+i(2y —y> + 2> + k).

En remplacant x par % et y par 22_.2 on obtient

£ = (24 21— 22_2.2)+i (z;z_ <22_¢Z>2+ <Z;z)2+k>

=2z +i(22 + k).

Exercice 3 (08 points).

a) En remplacant y par 222, lintégrale donnée a alors pour valeur

2
fc(x? — i) de= [ (ot =20t} {do + id(20%)
2

= / (2% — iz (dx + dizdz)
=1
511 49
= — — —i.
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b) Le long du segment de droite d’extrémités (1,2) et (1,8), x = 1,dx = 0 et l'intégrale vaut

8
/ (12 — iy*)(0 + idy) = 168 + 6i.
y=2

Le long du segment de droite d’extrémités (1,8) et (2,8), y = 8,dy = 0 et l'intégrale vaut

2
/ (2% — i8%)(dx +i0) = g — 64i.
r=1

Le résultat demandé est donc 168 + 67 + % — 641 = % — H&i.



c¢) Une équation de la droite joignant (1,2) a (2,8) est y = 6x —4. D’ou la valeur de l'intégrale
est

/2 (2% —i(6x — 4)%)(dx +id(6x — 4)) = % — 14i.
=1

Bon Courage



