Université Abbés Laghrour Khenchela
Dép-Math-Info 1ére Master-NMaths 23-24 Mod: Méth-Wum 2-Durée: 90Min
EXAMEN FINAL (Compbte rendu)

Exercicel (10pts)
Soit le probléme suivant:

—Bu(z) + aulz) = f(z), a >0, €l =a,b[. ... (1)
(PC)

u(a) = u(b) =0
On pose § =, %f(x) = g(x)

—u(z) +yulz) =g(x), v=>0, e =]a,bl...... (D
(PC) et

ula) = u(b) =0

1. La tormulation variationnelle (PV) du probléme (PC)
Soit une tonction v € C*([a, b]), nulle en a et b.

Soit V' = {v € C*([a, §]); v(a) = v(b) = O} un sous espace de C* ([, 8]) ...........(0.5pt)

—u(@)v(@) + yulz)v(z) = g(=)v(x), Yo € V C Hg

En intégrant par parties, 1l vient:

b b
[ @@ @@ e = [ g@)v@)ds

done

b b
EV) [ W@ @)+ @@l de = [ g@u@de o (0.5pt) (1)

a

2. On pose

b b
a(u,v) = f [w (2)v (x) + yulx)v(x)] dx; L(v) = [ g(x)v(x)da; Vvel”
a(u,v) = L(v); Yvel.......(0.25pt) 2y

On applique le théoréme de Lax-Milgram sur (2)

1. a est une tforme bihnéaire, et L est un opérateur liméaire

ez, »)|

@

b b
/ [u’(z)v’(m)+~ru<x)v<m>]dr‘< [ @ @) + yute))] do

b b
< / |u'(x)v'(a:)|arx+v/ lu(z)v(z)| de

Cauchy.S

1]
f [w (@) (z)|de < |lo' (@l r2gasp (@) l22gasy = ey [lo@@)]l-:
a

A

&
f |u(:z:)v(:z:)| dx = ||u(:z:)||L2 Ja.b)) ”U(QT)HLZ(]Q‘Q,[)
[«3

(&5 Hu"(a:) ”LZ(]QJ,[) Ca ||v’(:::) HLZ(]a‘b[) (Poincarré)
Ca @)l ([0 [y oeene-(0-5P)

A 1A

la(uw, v)| < (1 + ~C5) ||u(x||y- ||lv(z)||y-, donc a est une forme bilinéaire continue car

b b b
atww) = [ [@@)®+ 5 @) de = [(w@Pdesy [ @) de
e, 2 i 2 1 2 & 2 2
/ﬂ [w(2)]" de = ||u' (@) |22 qasp = c lle(=) 2 asp ; /ﬂ [w(=)]” dz = |lw(=) |22 qasp

aw) = [ @@+ @) de = (& +7) 0@ gan

alu,v) = M Hu”iz (a.bl) » donc a est coercive......(0.5pt)

b
|[L(v)] = ‘] Q(T)U(Z')d’l“ = llg(@) 2 qasp 2@ 22 qasp
= llg@)lzz gasp € 12 (#) ) 22 qasp
= Cllgl=) 22 qasp 17l
=

K ||v]|, donc L est linéaire......(0.5pt)
D’aprés le théoréme de Lax-Milgram (PV") admet une sol unique.

3. Appliquons la méthode des éléments finis au probléme (PC) avec une

discrétisation unitorme de [a,b] (B = b;.va Ly = gh).

Une solution de la forme variationnelle (1) s’appelle solution faible du prob-
léme diffrentiel de départ.

On cherche alors a écrire un probléme approcheé dans un sous-espace vectoriel
de dimension finie.

Soit V = {u e C*([a,b]); u(a) = u(b) = 0} un sous-espace vectoriel de V" de
dimension finie N ...... (0.25pt)

Solent @, s, .., @ N fonctions linéairement indépendantes de V' . Ces
tonctions constituent une base du sous-espace V' _.......... (0.25pt)

Siuw e Valors wu = E;\z_ll w;u;.0n remplace dans (1) on trouve

s [wv—1 N1 1 -~
f |:Z whuy () () + Z -pjuj.?}(a:):| do = / glz)v(z)de, Vo € V.......(0.5pt)
a | 5= = o

N—1 1 1 _
{Z f [} () (=) + vo,3(=)] u} da = f g(=)T(x)de, YT €V . ....(0.5pt)
=1

On prend T(x) = p,(x) on trouve

J=17%

N—1 b & —
|:Z f [Q}(m)@i'(x) -+ "y-,.oj(x)gi(a:)] uj:| dx = f glx)p,(z)dx, Ve, eV, 2=1,N — 1....(0.5pt)
(3)

On pose

b b
Ay = A [ (@) () + veoj (@) (2)] uyde, D; = l g(x)p;(x)de....(0.5pt)

(4)
Chox des tonctions
% Wil = =@y
wilx) = ....(0.5pt)
Ty

Ty == Tl



Aii A 0 0 - - gl(x1)

Aiiyn A Aiin 0 - - g(z2)

0 A Aii A 0 0
A= 4 i+l i 4l . D=h ..-.(0.5pt)+(0.25pt
0 Aiin A A 0 ’ (0-5pt)+( pt)
0 0 . A A A
0 0 . . Aiipr A glzn_1)
4 On pose % =5 =7 g(z) = 27%sin (TI'Q&:') L h= %;a: 0b= _ér
(a) la tonction u(z) = sin w2z est une solution de (PC)........... (0.5pt)

On substitue dans l'équation de départ et la verification est imediate.

(b)

2 2R -1 ~h b
A= Rt s Aiiqn = A = e D;= | g(zi)g;(x)dx = hg(z;)....(0.5pt)
a
27(3 7[3 b - 2
A= 27r+T; Aiipyn = A = —2:rr+€; D, = gl@)g;(x)de = 27° sin (7°z;) ....(0.5pt)
a
R 0 g(x) 0
A=| 2742 2742 974 T | D= glz) |=[0 ... (0.5pt)+(0.25pt
0 2+ I o 4 2 glen-1) 0

(¢) Trouvons la solution approchée du probléme (PC).

012 005 0 0 0
U=A'D=| 005 012 005 0 |=(0 ] (0.5pt)
0 005 012 0 0

Exercice2 (10pts)

1. Soit le probléme (P)

L -
(P) { ¥ =g(z.y); € [a ] -on admet que (P) a une solution unique y.

ylzo) = yla) =wo
(a) Montrons que la formule d’ Adam- Bashtorth d’ordre 3 est donnée par
(1.5pt)

h
Y+l = ynty (23gn — 16gn—1 +5gn—2); Un =~ y(zn) et gn = g(Tn, yn),

on utilise le polynome Lagrange qu interpéle g au pomnts a,, , n_1
et z,,_s(la sol voir le cours)

(b) Montrons que 'erreur locale de cette méthode est d’ordre 4.(1.5pt)
d’aprés la formule deTaylor on a

, R, R e R
gnst = glens1) = thyn + SUnt FYn + Y e (0-25p8)

R, R g R,
gnet = glen1) = gn —hopt on— ol + gpald + e (0.25pt)
. (), (2n)° oyt
gno = glza—2h) =gy — 2hgl, + %gn { 6) o + %9&*) +_.(0.25pt)

i
Ynr1 = yn + o5 (23gn — 16gn_1 + Bgn_2)

2
L 23gn — 16 (Qn — hgl, + gl — B gl® ¢ BoglV 4+
= Un 1= 2 s 4
1z +5 (g., — 2hgl, + (28 g ZE7 G0 4 (2007 g,‘#’)
h? LR R4
= wnthgn + Son + gan — 5gn
. RZ ,, A% @ 15
= yanthyh ot Sun b Toun g
h2 A3
=  yn + hy) + ?yi} + 5 Yn + R (0.5pt)
|2 (@ nya) Uil = Ch*... . (0.25pt)

donc la méthode est d’ordre 4

2 Soit 'éguation différentielle ordinaire suimvante

v = —u+ 2cosma: x < [0, 1] 6)
y(xo = 0) = 1, glo,y) = —w + 2cosnx
(a) ©On prend i = 1. Caleuler y = »(0.25) par la méthode R-K2.....(2pt)
a2
Uni1 = wnt 5 (a+ke), ko =gl@En, yn), ko= g len + A, yn + i)
fey == gl(xo, o) = 1
ke — g(@n+ A yn+hlki) =gk 14+ k) —g(026 125) = —1 25+ 2cos’—_: — 0 16421
7
wi = w(0.25) = yo + 5 (k1 + ka) = 1. 1455 (01pt)
k1 = gler.z1); ke = glar + g + L)
Hoq = gl#1,21) = —y1 + 2cosmx, = 026871
ko = (05, g1+ hki) = —1 2127
7
ye = p(0.6) = ¥(0.25 + k) =y + o (k1 + k2) = 1.027 5. (01pt)

(b) Utiliser la méthade d’ Adam- Bashforth d’erdre 3 pour calculer » (0. 75) .

I3
Ynt+1 = wn + 5 (23gn — 16gn—1 + Sgn_z)

3
wz2 + 55 (28g2 — 16g1 + Hgo)

Ya = 1o

=] = 1L.027V 5

go = gl(xo we) =1

g2 = glxo y2) = —y=2 + Zcos wws = 1. 0275
Eesl = (@i, wi) = —w1 + 2ecos nwy = 0.26871

025
13 (23*1.0275 — 16026871 + 5) = 1.5344...... (01pt)

() Utiliser la méthode Adam- Moulton d’ordre 3 pour calculer z(0.75).

wa — 1. 027 b+ (23 1. 0275 — 16+ 026871 + 5) = 1. 5344

h
Yntr = Yn + 55 (bgnia + Bgn — gn_1)
P
¥s = w2+ 55 (Bgs + 8g2> — g1)
o3 = glwa ws) = —ya +2cosTrs = —uz — V2
I
T y2+ﬁ(75y375\/§+392791)
57 M
1 = — | —Bv'2 8, —_
y3(+12 yg+12( V2 4 Sgo 91)
5+ 0.25 0.25
s (1-.-%) = 1,0275+1—2](—5\/2—0—8*1,02?5—026871)
(0. 75) = 094717 (1pt)

d) Expliquer comment utiliser la méthode rédictenr-correcte ur
plig P
pour calculer (0 75)

vE = we + % (23g2 — 16g1 + bgo) par A-B (0.25pt)

v = we + % (23g> — 16g1 + 5ga) = 1_5344d par A-B

v§ = we -+ :—; (Bga + Sge — g1) par A-NM._._. (0.25pt)

gz = —ub + 2coswma

»S = wm + % (5(—wh + 2Zcos mwa) + 8gz — g1) pPar A-M (0.5pt)

/e
¥§ = wm+ 55 (5(—1.5344 + 2eos was) + Bge —g1) = ...



